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@ Contexto
© Gramiticas Regulares

© Equivalencia entre Autématas Finitos y Graméticas Regulares

@ Ejercicios
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Conceptos previos

@ La base de nuestro trabajo se llama alfabeto (se denota mediante X)
y es un conjunto finito de simbolos (denotados mediante a, b, ¢, 0, 1,
por ejemplo).
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Conceptos previos

@ La base de nuestro trabajo se llama alfabeto (se denota mediante X)
y es un conjunto finito de simbolos (denotados mediante a, b, ¢, 0, 1,
por ejemplo).

@ Al yuxtaponer simbolos del alfabeto formamos palabras (también
llamadas cadenas) (denotadas mediante u, v, w, z,y, z, por ejemplo)
de cualquier longitud, pero finitas.
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Conceptos previos ...

@ El conjunto infinito de todas las palabras finitas basadas en el
alfabeto X lo denotamos mediante X*.
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Conceptos previos ...

@ El conjunto infinito de todas las palabras finitas basadas en el
alfabeto ¥ lo denotamos mediante X*.

@ Asi, un lenguaje L es un conjunto (finito o infinito) de palabras
tomadas de X*, en decir, L C ¥*.
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Conceptos previos ...

@ Decimos que un Lenguaje L es regular si es reconocido por un
autémata finito.
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Conceptos previos ...

@ Decimos que un Lenguaje L es regular si es reconocido por un
autémata finito.

@ Sabemos que una expresién regular denota a un conjunto regular y
que para todo conjunto regular existe una expresidn regular que lo
denota.
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Conceptos previos ...

@ Decimos que un Lenguaje L es regular si es reconocido por un
autémata finito.

@ Sabemos que una expresién regular denota a un conjunto regular y
que para todo conjunto regular existe una expresidn regular que lo
denota.

© Una tercera manera de tratar con los lenguajes regulares es mediante
las Gramaticas Regulares.
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Gramatica

Una gramatica es una cuaterna G = (V, T, S, P) donde:

@ V es un conjunto finito, a cada uno de sus elementos se le llama
simbolo no terminal o variable, sus elementos se denotan mediante
S,A,B,C,"' 7%3‘/1""-
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Gramatica

Una gramatica es una cuaterna G = (V, T, S, P) donde:
@ V es un conjunto finito, a cada uno de sus elementos se le llama
simbolo no terminal o variable, sus elementos se denotan mediante
S, A, B,C,-- Vo, Vi,---.
@ T’ es un conjunto finito disjunto de V', a cada uno de sus elementos se
le Ilama simbolo terminal, sus elementos se denotan mediante
a,b,c,0,1,---.
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Gramatica

Una gramatica es una cuaterna G = (V, T, S, P) donde:

@ V es un conjunto finito, a cada uno de sus elementos se le llama
simbolo no terminal o variable, sus elementos se denotan mediante
S, A, B,C,-- Vo, Vi,---.

@ T’ es un conjunto finito disjunto de V', a cada uno de sus elementos se
le llama simbolo terminal, sus elementos se denotan mediante
a,b,c,0,1,---.

@ S €V es el simbolo no terminal inicial o variable inicial.
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Gramatica

Una gramatica es una cuaterna G = (V, T, S, P) donde:

@ V es un conjunto finito, a cada uno de sus elementos se le llama
simbolo no terminal o variable, sus elementos se denotan mediante
S, A, B,C,-- Vo, Vi,---.

@ T’ es un conjunto finito disjunto de V', a cada uno de sus elementos se
le llama simbolo terminal, sus elementos se denotan mediante
a,b,c,0,1,---.

@ S €V es el simbolo no terminal inicial o variable inicial.

@ P es una relacién finita entre V'y (V UT)*. A los miembros de la
relacion P se les llama producciones de la gramatica, reglas de
reescritura, producciones o reglas.
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Notacién para las producciones

@ Si bien una regla es un par (a, ) € P, cona €V ype (VUT)* se
acostubra usar la notacién o« — 3, se dice que « es la parte
izquierda de la regla y que [ es la parte derecha de la regla.
También se dice que o produce S.
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Notacién para las producciones

@ Si bien una regla es un par (a, ) € P, cona €V ype (VUT)* se
acostubra usar la notacién o« — 3, se dice que « es la parte
izquierda de la regla y que [ es la parte derecha de la regla.
También se dice que o produce S.

e Es usual listar, separadas por el cardcter |, las partes derechas que
tienen en comiin su parte izquierda, es decir, suponga que tiene las
producciones o — f1,a — B9, -+, — 3, dichas reglas se escriben
como a — B1|B2],- -+ ,|Bn y se lee « produce (1, B2 hasta f3,.
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Derivaciones

@ Sea la cadena ujaus con uy,us € (VUT)*y a € V, decimos que la
palabra uiaus deriva en un paso a a la palabra uSus, lo que se
escribe ujaus = uiPue, siexiste a - € PconaeVy
ge(Vul) .
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Derivaciones

@ Sea la cadena ujaus con uy,us € (VUT)*y a € V, decimos que la
palabra uiaus deriva en un paso a a la palabra uSus, lo que se
escribe ujaus = uiPue, siexiste a - € PconaeVy
ge(Vul) .

e Note que = es una relacién binaria entre cadenas en (V UT)*, su
cerradura reflexiva y transitiva la denotaremos mediante =. Si
tenemos que u = v, decimos que la palabra u deriva en cero o mads
pasos a la palabra v.
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Lenguaje generado por una gramatica

El lenguaje generado por la gramatica G = (V, T, S, P) es el conjunto
LG)={weT": 5= w},

es decir, todas las palabras que constan sélo de simbolos terminales que
son derivables en uno o mas pasos a partir de la variable inicial S.

En una derivacién multipasos, se dice que todas las cadenas en (V U T)*
derivadas de S, pero exceptuando a w € T™*, estan en forma sentencial.
Dicho de otra manera, todas las cadenas derivadas de S a las que se les
puede aplicar una produccidn.
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Gramatica Lineal Derecha y Gramatica Lineal lzquierda

Hay diferentes tipos de gramaticas, la diferencia estd dada por la forma que
tienen sus producciones. El tipo mds restrictivo (con respecto a la forma
de sus producciones) es el que ahora nos ocupa y se define a continuacién.
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Gramatica Lineal Derecha y Gramatica Lineal lzquierda ...

Una gramatica G = (V, T, S, P) se dice que es lineal derecha si todas sus
producciones son de alguna de las siguientes dos formas

A — zB
A—zx

donde A, BeV yxzeT”.
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Gramatica Lineal Derecha y Gramatica Lineal lzquierda ...

Una gramatica G = (V, T, S, P) se dice que es lineal derecha si todas sus
producciones son de alguna de las siguientes dos formas

A — zB
A—zx

donde A, B € V y x € T*. Una gramatica se dice que es lineal izquierda
si todas sus producciones son de alguna de las siguientes dos formas

A — Bz
A—x
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Gramatica Lineal Derecha y Gramatica Lineal lzquierda ...

Una gramatica G = (V, T, S, P) se dice que es lineal derecha si todas sus
producciones son de alguna de las siguientes dos formas

A — zB
A—zx

donde A, B € V y x € T*. Una gramatica se dice que es lineal izquierda
si todas sus producciones son de alguna de las siguientes dos formas

A — Bz
A—x

Una gramatica regular es una que es lineal derecha o lineal izquierda.
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Ejemplo gramatica lineal derecha

Ejemplo 2
La gramatica G = ({S},{a, b}, S, P) donde P esta dado por las
producciones

S — abS|a

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) 3.3 Gramiticas Regulares



Ejemplo gramatica lineal derecha

Ejemplo 2
La gramatica G = ({S},{a, b}, S, P) donde P esta dado por las
producciones

S — abS|a

es lineal derecha.
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Ejemplo gramatica lineal derecha

Ejemplo 2
La gramatica G = ({S},{a, b}, S, P) donde P esta dado por las
producciones

S — abS|a
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Ejemplo gramatica lineal derecha

Ejemplo 2
La gramatica G = ({S},{a, b}, S, P) donde P esta dado por las
producciones

S — abS|a

1
S =a

S abS 2 aba
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Ejemplo gramatica lineal derecha

Ejemplo 2
La gramatica G = ({S},{a, b}, S, P) donde P esta dado por las
producciones

S — abS|a

1
S =a

S abS 2 aba

S & abS 2 ababS = abababS = --- 'S (ab)' 1S = (ab)ta
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Ejemplo gramatica lineal derecha

Ejemplo 2
La gramatica G = ({S},{a, b}, S, P) donde P esta dado por las
producciones

S — abS|a

1
S =a

S = abS 2 aba
L 2 3 4 il ogviclg i—1
S = abS = ababS = abababS = --- = (ab)'" S = (ab)' “a

L(G) = {(ab)"a : n > 0}
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Ejemplo gramatica lineal derecha

Ejemplo 2
La gramatica G = ({S},{a, b}, S, P) donde P esta dado por las
producciones

S — abS|a

1
S =a

S = abS 2 aba
L 2 3 4 il ogviclg i—1
S = abS = ababS = abababS = --- = (ab)'" S = (ab)' “a

L(G) ={(ab)"a :n >0} o (ab)*a
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Demostracion por induccion

S — abSla

Por demostrar que L(G) = {(ab)"a : n > 0}, demostracién por induccién
sobre n.
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Demostracion por induccion

S — abSla

Por demostrar que L(G) = {(ab)"a : n > 0}, demostracién por induccién
sobre n.

Demostraciéon 3

Hipdtesis de induccién: S sy (ab)ia =S 5N (ab)iS = (ab)ia.
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Demostracion por induccion

S — abSla

Por demostrar que L(G) = {(ab)"a : n > 0}, demostracién por induccién
sobre n.

Demostraciéon 3

Hipdtesis de induccién: S sy (ab)ia =S 5N (ab)iS = (ab)ia.

Caso base: n =0 S = a = (ab)’a.

José de Jesis Laval nez -BU 3.3 Gramiticas Regulares



Demostracion por induccion

S — abSla

Por demostrar que L(G) = {(ab)"a : n > 0}, demostracién por induccién
sobre n.

Demostraciéon 3

Hipdtesis de induccién: S sy (ab)ia =S 5N (ab)iS = (ab)ia.

Caso base: n =0 S = a = (ab)’a.
Caso inductivo: n=i+1 Por hipétesis de induccidn:
S =% (ab)'S = (ab)iabS = (ab)'*1S = (ab)*a.
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Demostracion por induccion

S — abSla

Por demostrar que L(G) = {(ab)"a : n > 0}, demostracién por induccién
sobre n.

Demostracién 3
Hipdtesis de induccién: S sy (ab)ia =S 5N (ab)iS = (ab)ia.
Caso base: n =0 S = a = (ab)’a.
Caso inductivo: n=i+1 Por hipétesis de induccidn:
S =% (ab)'S = (ab)iabS = (ab)'*1S = (ab)*a.

Por lo tanto se cumple para todo n € N.




L(G) es un lenguaje regular |

Teorema 4

SiG = (V,T, S, P) una gramatica lineal derecha, entonces L(G) es un
lenguaje regular.

Demostracion: Asuma que V = {Vj, V4, ---},S =V y que tenemos

producciones de la forma Vo — v1V;, V; — 12V}, --- o de la forma
Vi = v, -+, Siw € L(G), entonces dada la forma de las producciones
tenemos.
Vo = nV;
= ’1)1?)2‘/;'

*
= V1V - - UkVn

= V1V2 * * - VRV = W. (1)
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L(G) es un lenguaje regular Il

El autémata M que construiremos reproducird las derivaciones
reconociendo cada una de las v's en (1).

El estado inicial del autémata se etiqueta como V y a cada variable V; le
corresponde un estado no final etiquetado V;.

Para cada produccién de la forma
Vi—= aaz - anVj
tenemos que definir § de tal forma que

" (Vi,araz -+ am) =V;

@=O20=O=@
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L(G) es un lenguaje regular IlI

Para cada produccién de la forma
Vi—aiaz---am
tenemos que definir § de tal forma que

3 (Vi,araz -+ am) = Vy

= OO0
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L(G) es un lenguaje regular IV

Si w € L(G), entonces se satisface (1) y por construccién en el NFA existe
un camino de Vj a V; etiquetado v, un camino de V; a V; etiquetado vy,
etc. Por lo tanto

Vi € 5 (Vo, w)

y w es aceptado por M.

Para ver que M sélo acepta las palabras generadas por GG, note que para
que el autémata acepte a w tiene que pasar a través de una secuencia de
estados Vp, V;, -+, V}; usando caminos con etiquetas vy, vg,---. Por lo
tanto, w debe tener la forma

W = V1V - - - VU]
y en (G se daria la derivacién

*
Vo = n1Vi = vivaVj = vivg - -0 Vi, = vivg - v = w

Asi w € L(G) y el teorema queda demostrado.
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Ejemplo de gramatica lineal derecha a AFN

Vo — aVli,
Vi — abVplb.
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Ejemplo de gramatica lineal derecha a AFN

Vo — aVli,
Vi — abVplb.

a
san (1023
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Ejemplo de gramatica lineal derecha a AFN

Vo — aVli,
Vi — abVplb.

s =)= (- ()
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Ejemplo de gramatica lineal derecha a AFN

Vo — aVli,
Vi — abVplb.

san— (1)) (-9 (0
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Ejemplo de gramatica lineal derecha a AFN

Vo — aVli,
Vi — abVplb.

san— (1)) ()= --(%) (0

oSt
o
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Si L es regular entonces L = L(G) |

Teorema 5

Si L es un lenguaje regular sobre el alfabeto 3, entonces existe una
gramadtica lineal derecha G = (V, %, S, P) tal que L = L(G).

Demostracion: Sea M = (Q, %, 0, qo, F) un AFD que acepta L.
Asumimos que @ = {qo,q1, - ,qn} Y 2 = {a1,a2, -+ ,a;,}. Construya la
gramdtica lineal derecha G = (V, X, S, P) con

V=A{q,q1,- ,an} ¥ S = qo.

Para cada transicion
8(qisaj) = qx

de M, ponemos en P la produccién

qi — ajqk-
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Si L es regular entonces L = L(G) Il

Para terminar, si ¢ € F', afada a P la produccién
Q. — A

Primero demostremos que G asi definida puede generar cualquier palabra
de L. Considere que w € L tiene la forma

w = aiaj e arag

Para que M acepte esta palabra debe hacer las siguientes transiciones

6(qo, ai) = qp
5(%71 a]) =qr
5(QS7 ak) =qt

o(qt, 1) = qr € F
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Si L es regular entonces L = L(G) Il

Por construccidn, la gramatica tendrd una produccién para cada una de
estas transiciones. Por lo tanto, se pueden hacer las siguientes
derivaciones con la gramatica G

*
qo = QiGp = AiQ;qr = AiQ;5 - - kGt
= a;a; - apaiqs = a;a; - aRa (2)

por lo tanto w € L(G).
Para ver que G sélo genera las palabras de L, note que si w € L(G),
entonces su derivacién debe ser como en (2). Pero esto implica que

6" (qo, asaj - - - arar) = gy,

con lo que se completa la prueba.
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De AFN a GLD

Construya una gramdtica lineal derecha que genere el lenguaje
{aab™a : n > 0}.

El siguiente AFN reconoce el lenguaje {aab™a : n > 0}
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De AFN a GLD

Construya una gramdtica lineal derecha que genere el lenguaje
{aab™a : n > 0}.

El siguiente AFN reconoce el lenguaje {aab™a : n > 0}

(g0, a) = {1} g0 — aq1
6(q1,a) = {g2} q1 — ags
6(g2,0) = {q2} q2 — bga
(g2, a) = {qr} g2 — aqy

quF qu%)\
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Ejercicios |

Los ejercicios los deben enviar en pdf a jlavallenator@gmail.com, pueden
usar cualquier herramienta (de preferencia IATEX), en el peor de los casos,
si no tienen alternativa, lo hacen con papel y lapiz con letra legible y
visible, lo escanean y me lo envian en pdf.
© Demuestre que el AFN propuesto en el ejemplo 6 reconoce el lenguaje
{aab™a : n > 0}.
@ Construya un autémata finito que acepte el lenguaje generado por la

gramatica

S — abA,
A — baB,
B — aAlbb.
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Ejercicios |l

© Construya un autémata finito que acepte el lenguaje generado por la
gramdtica

S — abS|A,

A — baB,
B — aA|bb.

@ Construya una gramatica lineal derecha para el lenguaje
L={a"b™:n>3,m>2}.

© Construya una gramatica lineal derecha para el lenguaje sobre
Y. = {a, b} que consiste de todas las cadenas con no mis de dos d’s.

@ Muestre que para toda gramatica lineal derecha que no genere A
existe una gramdtica lineal derecha cuyas producciones estan
restringidas a las siguientes dos formas

A—aBoA—a, A BeV,aeT.
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